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1) Lestoursde Hanoi:
- au 1° mouvement, le petit disque va-t-il sur latige du milieu ou de l'arrivée?
Réponse: au milieu si n est pair, al'arrivée si n est impair.
- que est le seul disgue que I'on ne déplace qu'une fois? Réponse: |e plus grand
- combien de coups dure une partie jouée avec n disques? Réponse: (2" - 1 )coups

Spécifiez et définissez formellement la fonction hanoi, dont I'effet de bord consiste a
afficher des messages du type "Je déplaceledisque ... de ... vers ..."
profil: N x Atom®, otl Atom?® sert & conserver les noms des 3 tiges
specification: il N'y arien afaire pour n = 0, sauf rendret (true)!
Dans tous les autres cas, lafonction hanoi rendrat apres les affichages.
jeu d'essais (avec simulation de larécursivité):
hanoi 0 a b c =1t
hanoi 3 a b ¢

depl acez |l e disque 1 de a vers c
depl acez le disque 2 de a vers b
deplacez le disque 1 de ¢ vers b;ces 3 lignes représentent hanoi 2 ac b
depl acez |l e disque 3 de a vers c; déplacenment uni que du plus grand disque
depl acez le disque 1 de b vers a
depl acez |l e disque 2 de b vers c
deplacez le disque 1 de a vers c;ces 3 lignes représentent hanoi 2 b a c

=t
définition formelle:
Pour tout (n,x,y,z) appartenant aN x Atom®:
n=0=> hanoi n,x,y,z = t
n#0=> hanoi n,x,y,z = séquence. hanoi n-1,x,z2,y
effet de bord: afficher "déplacer n de x vers z"
hanoi n-1,y,x,z

2) Leslistes de couples:

2-1) Speécifiez et définissez formellement la fonction acces, qui rend la valeur
associée a une clé dans une liste de couples.
Spécification: - apartir de laliste de couples et de laclé, accesrend lavaleur associée,

- s la clé ne figure pas dans la liste de couples, en particulier quand cette
derniere est vide, acces rend la liste vide. Notons que ce résultat est le méme que si la valeur
stockée était laliste vide. Dans les deux cas, celarevient atransmettre la valeur logique Faux.
Profil: Expr x A-list > A-list
Jeu d' essais:
acces claude, { (jean 3076) (claude 3028) (marina 3088) (alain 3204) } = 3028
acces philippe, { (jean 3076) (claude 3028) (marina 3088) (alain 3204) } = ()




Définition formelle:
Larecherche s arréte des que la clé -supposee unique- est trouvée.
L’ asymétrie des fonctions téte et reste explique comment sont extraites laclé et lavaleur:
Pour tout (clé, listecouples) appartenant a Expr x A-list:
listecouples = () => acces clé, listecouples = ()
{ listecouples # () et téte téte listecouples=clé} =>
acces clé, listecouples = téte reste téte listecouples
{ listecouples # () et téte téte listecouples#clé} =>
acces clé, listecouples = acces clé, reste listecouples

2-2) Spécifiez et définissez formellement la fonction accesinv (accés inverse), qui
rend laliste des clés associées a une méme valeur dans une liste de couples.
Spécification: Accesinv rend la liste (éventuellement vide) des clés associées a une méme
valeur dans une liste de couples.
Profil: Expr x A-list > Expr
Jeu d’'essais.
accesinv 3076, { (jean 3076) (claude 3028) (marina 3088) (yvan 3076) } = (jean yvan)
accésinv 3024, { (jean 3076) (claude 3028) (marina 3088) (yvan 3076) } = ()
Définition formelle: Larecherche continue nécessairement jusqu’alafin delaliste.
Pour tout (val, listecouples) appartenant a Expr x A-list:
listecouples = () => accesinv val, listecouples= ()
{ listecouples # () et téte reste téte listecouples = val } =>
accésinv val, listecouples =
gjout téte téte listecouples, accesinv val, reste listecouples
{ listecouples# () et téte reste téte listecouples# val } =>
accésinv val, listecouples = accesinv val, reste listecouples

2-3) Speécifiez et définissez formellement la fonction misedjour, qui rend laliste de
couples dans laquelle une clé est associée a une nouvelle valeur.
Spécification: - a partir de laliste de couples, de laclé et de lavaleur, misegjour rend laliste
de couples dans laguelle I’ ancienne val eur associée alaclé est remplacée par lanouvelle,

- s laclé n'exigtait pas, le nouveau couple (clé valeur) est gouté a la liste de
couples, al’endroit le plus opportun... donc une fois laliste parcourue pour vérifier I’ absence
delaclé c'est-adirealafin: ¢ est I’ exception qui confirme larégle des gjouts en téte.

Profil: Expr x Expr x A-list > A-list
Jeu d’'essais.
misedjour claude, 3030,{ (jean 3076) (claude 3028) (marina 3088) (alain 3204) } =
{ (jean 3076) (claude 3030) (marina 3088) (alain 3204) }
misegjour philippe, 3181, { (jean 3076) (claude 3028) (marina 3088) (alain 3204) } =
{ (jean 3076) (claude 3028) (marina 3088) (alain 3204) (philippe 3181) }
Définition formelle: Comme pour chniéme, on doit reconstruire la partie de la liste précédant
lamodification, et réutiliser telle quelle celle qui suit lamodification.
Pour tout (clé, val, listecouples) appartenant a Expr x Expr x A-list :
listecouples = () => misegjour clé, val, listecouples =
mise-en-liste mise-en-listecléval  N.B.: rend ainsi une liste de couples
{ listecouples # () et téte téte listecouples=clé} =>
misegjour clé, val, listecouples = gjout mise-en-liste clé val reste listecouples
{ listecouples # () et téte téte listecouples#clé} =>
misegjour clé, val, listecouples = gout téte listecouples
misegjour clé, val, reste listecouples




2-4) Specifiez et définissez formellement la fonction nettoie, qui ne laisse que
I'occurrence la plus récente de chaque clé, EN UN SEUL PARCOURS de la A-liste.
Spécification: La fonction nettoie ne laisse que I’occurrence la plus récente —donc la
premiere- de chague clé, et rend laliste de couples “propre”.

Profil: Un paramétre supplémentaire contient la liste des clés dga rencontrées. Il est initialisé
avec lalistevide. D’ou le profil étendu a A-list x List > A-list
Jeu d'essais:
nettoie ( (jean 3076) (charles 3035) (noél 3080) (charles 3030) (marina 3088) (jean 3065) ) =
( (jean 3076) (charles 3035) (noél 3080) (marina 3088) )
Définition formelle:
Pour tout (al, Iclés) appartenant a A-list x List :
al = () =>nettoied, Iclés=()
{ a#() et app téte téteal, Iclés} =>
nettoie a, Iclés = nettoie reste a, Iclés
; le couple réutilisant une clé déja rencontrée est perdu
{ a#()etnonapptétetétea, Iclés} => nettoied, Iclés=
nettoie a, Iclés = gout téte a, nettoie reste a, gout téte téte d, Iclés
; le couple utilisant le premier une clé est conservé
; saclé est goutée alaliste des clés dgarencontrée

2-5) Spécifiez et définissez formellement la fonction app, vérifiant |'appartenance
d'une expression au premier niveau d'une liste, en rendant pour valeur logique Vra la partie
delaliste qui commence ala premiére occurrence de |'expression cherchée.

Spécification: app est un prédicat qui rend Vrai Si une expression appartient a une liste, au 1°
niveau, et sinon Faux -la liste vide-. Mais app est un “prédicat éendu” qui rend pour Vrai la
findelaliste, apartir de la premiére occurrence de I’ expression donnée.
Profil: S-Expr x List > List
Jeu d' essais:
app beethoven (ravel satie debussy) = nil
app (jean anne) ((pierre colette) (paul julie) (jean anne) (georges marie)) =
((jean anne) (georges marie))
Définition formelle:
Pour tout (e, L) appartenant a S-Expr x List > List

L=()=>appe L =()

{L#()ete=téteL} =>appe L=L

{L#()ete#téteL} =>appe L =appe, restel

2-6) Spécifiez et définissez formellement la fonction app2, extension de la fonction
app atous les niveaux de profondeur.
Spécification: App2 est un prédicat qui rend Vrai Si une expression appartient a une liste, A
QUELQUE PROFONDEUR QUE CE SOIT, et sinon Faux -la liste vide-. Mais app2 rend
pour Vrai lafin de la sous-liste a partir de la premiere occurrence de |’ expression donnée,
rencontrée dans le parcours en profondeur d’ abord.
Profil: S-Expr x List > List
Jeu d' essais:
app2 beethoven (ravel satie debussy) = nil
app2w (ab(uvwxy)c)=(wxy)



Définition formelle:
Pour tout (e, L) appartenant a S-Expr x List > List
L=()=>app2e L =()
{L#()ete=téteL} =>app2e L =L
{L#()ete#tétel ettéteL appartient a Atom} =>app2e, L = app2 e, reste L
{L#()ete#téteL ettéteL n'appartient pasa Atom} =>
app2 e, L =ouapp2 e, téte L, app2 e, reste L

2-7) Spécifiez et définissez formellement la fonction reverse, qui renverse le
premier niveau d'une liste (fonction utilisée pour inverser le résultat dans tr eeaddr ess).
Spécification: Reverse rend dans|’ ordre inverse (au 1° niveau seulement) laliste argument.
Profil: List - List
Jeud essais. reverse2 (a(bc)d)=(d (b c) a

Premiere définition formelle de rever se, calculant le résultat danslapile:
Pour tout L appartenant a List:

L=()=reverseL =()

L # () =>reverse L = concat reversereste L, mise-en-liste téte L

Quant alafonction concat utilisée dansreverse:
Profil: List x List > List
Définition Formelle de concat:
Pour tout (L1, L2) appartenant a List x List
L1=()=>concat (L1,L2)=L2
L1#()=>concat (L1,L2)=4gouttételLl, concat restelL1,L2
Le colt de concat est celui de larecopie de la structure de L 1.
Il est possible d'optimiser le cas ou L2 est vide, mais sans incidence sur e cas géenéral:
L1=()=>concat (L1,L2)=L2
L1#()etL2=()=>concat (L1L2)=L1
L1#()etL2#()=>concat (L1,L2)=gouttétell, concat reste L1,L2

Sur I'exemple (a (b ¢) d), laversion "pile" derever se exécute 6 gouts, dont 3 sont empilés.
Dans lasimulation suivante, "mise-en-liste X" est remplacé par sa définition "gjout x nil"
reverse (a(bc) d) = concat reverse ((b ¢) d), gout anil

concat concat reverse (d) gout (b ¢) nil, gout anil

concat concat concat reverse nil, ajout d () gjout (b ¢) nil gjout anil

concat concat concat nil (d) gout (b c) nil, gjout a nil

concat concat (d ) ajout (b c) nil gjout anil

concat concat (d ) ((b c)) gout anil

concat ajout d concat nil ((b c)) gjout anil

concat gjout d ((b ¢)) ajout anil
concat (d (b c)) ajout anil
concat (d (b c)) (a)
ajout d concat ((b ¢)) (a)
gjout d gjout (b ¢) concat nil (a)
ajout d gout (b c) (a)
aoutd ((bc) a)
(d(bc)a)
Généralisation: la version "pile" inverse une liste de n termes en 2n ajouts, dont n empilés.




Seconde définition formelle de rever se, calculant | e résultat dans un parametre:
Profil: List x List = List
Pour tout (L,P) appartenant aList x List - leparamétre P est initialiséa () -
L=()=reverseL,P=P
L #()=>reverseL,P=reverserestelL, gout téte L,P

Sur I'exemple (a (b ¢) d), laversion "paramétre" de rever se exécute ala suite 3 gjouts:
reverse (a(bc)d) ()= reverse ((b ¢) d) gjout a()

reverse ((b c) d) (@)

reverse (d) ajout (b c) (a)

reverse (d) ((bc) @)

reverse () aoutd ((bc) a)

reverse() (d(bc) a)

(d(bc)a)
Généralisation: la version "parametre" inverse une liste de n termes en n ajouts non empilés.

Conclusion: laversion "paramétre” prend moins de temps et de mémoire que laversion "pile".

2-8) Spécifiez et définissez formellement la fonction reverse2, extension de la
fonction rever se atous les niveaux de profondeur.
Spécification: Reverse2 rend dans I’ ordre inverse la liste passée en argument, en inversant
auss toutes ses sous-listes, QUELLE QUE SOIT LEUR PROFONDEUR.
Profil: List x List = List - bien entendu a partir de laversion "parameétre” -
Jeu d'essais. reverse2 (a(b c) d) = (d (cb) a)
Définition formelle:
Pour tout (L,P) appartenant aList x List - leparametre P est initialiséa() -
L=()=>reverse2L,P=()
{L #() et téte L appartient a Atom} =>
reverse2 L,P = reverse2 reste L, gjout téte L,P
{L #() et téte L n'appartient pas a Atom} =>
reverse? L,P =reverse2 reste L, gjout reverse2 téteL,() P

Sur I'exemple (a (b ¢) d), reverse2 exécute 5 gouts:
un par atome, plus un empilé pour la sous-liste:
reverse2 (a(bc)d) () = reverse2 ((b c) d) gouta()
reverse2 ((b c) d) (a)
reverse2 (d) gout reverse2 (b c) () (a)

reverse2 (d) ajout reverse? (c) ajout b () (a)
reverse2 (d) gout reverse2 (c) (b) (a)

reverse2 (d) ajout reverse? () ajout c (b) (a)
reverse2 (d) gout reverse2 () (cb) (a)

reverse2 (d) ajout (c b) (a)
reverse2 (d) ((cb) a)
reverse2 () ajout d ((c b) @
reverse2 () (d (chb) @
(d(cb)a

Notes. -lafonction rever se2 est souvent appelée miroir.
-une autre version sera étudiée au TD n°4 avec les fonctions d'application.



3) Retour aux tours de Hanoi

Une A-liste sera utilisée pour représenter la mini-base de connaissances que constitue
I'état destours, et acetitre elle sera stockée de maniére globale.
état-du-jeu < ‘((a (1 2 3)) (b nil) (cnil)) ;initialisation de laa-liste globale

Redéfinissez formellement la fonction hanoi, en lui gjoutant I'effet de bord consistant
a afficher, en plus des messages "Je déplace...", les états successifs des tours.
n=0=>hanoi n,x,y,z=t
n#0 =>hanoi n,x,y,z =
hanoi n-1,x,z,y
afficher "déplacez n de x vers z"
état-du-jeu € misejjour arrivee
(ajout tete acces depart etat-du-jeu, acces arrivee etat-du-jeu)
etat-du-jeu
état-du-jeu € misedjour depart
(reste acces depart etat-du-jeu)
etat-du-jeu
afficher état-du-jeu
hanoi n-1,y,x,z

Voici I affichage résultant d’' une évaluation de cette version:
(hanoi 3'a'b'c)

(deplacez le disgque 1 de aversc)
((@(23) (bnil) (c (1))
(deplacez le disque 2 de aversb)
((a(3) (b (2) (c (1))

(deplacez le disque 1 de c versb)
((a(3)) (b (12) (cnil))
(deplacez le disgue 3 de aversc)
((anil) (b (12)) (c(3)))
(deplacez le disque 1 de b vers a)
((a(1)) (b (2) (c(3)))

(deplacez le disque 2 de b vers )
((a(1)) (bnil) (c(23)))
(deplacez le disgque 1 de aversc)
((@anil) (bnil) (c(123)))

t

Ne pas oublier de libérer la variable global e état-du-jeu pour laisser propre I’ espace de travail!

Note: Il nevousreste qu’a parfaire |’ affichage des tours par colonnes... (voir TD suivant sur
les fonctions d' applications)
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